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Combinatoire des Polynomes Orthogonaux Classiques: une Approche 
Unifieet 
FRAN<;OIS BERGERON 
Nous envisageons dans ce texte, un modele combinatoire similaire pour plusieurs families de 
polynomes orthogonaux. Specifiquement, nous etudierons les cas particuliers des polynomes 
orthogonaux classiques de Gegenbauer, Tchebicheff (lere et 2c sortes), Legendre, Laguerre, 
Charlier, Hermite, Krawtchouk et Meixner (lere et 2c sortes). Plusieurs des formules 
impliquant ces polynomes sont alors demontrees combinatoirement, notamment les equations 
differentielles ainsi que les recurrences a trois termes qui les caracterisent. 
1. INTRODUCTION 
L'objectif de ce texte est d'abord d'introduire un modele combinatoire uniforme 
pour plusieurs families de polynomes orthogonaux, pour pouvoir ensuite etablir 
combinatoirement les formules impliquant ces polynomes. Notre but n'est pas de 
donner systematiquement une approche combinatoire a chaque identite sur les 
polynomes orthogonaux, mais plutot d'illustrer comment une telle demarche serait 
possible. Precisons qu'un modele combinatoire consistera en la donnee d'une espece 
de structures ponderee (voir [11] et [13]) de fa~on a ce que l'enumeration de toutes les 
structures de cette espece sur un ensemble fixe de cardinalite n donne Ie n-ieme 
polynome d'une famille consideree. Parmi les families etudiees on retrouvera celles des 
polynomes: d'Hermite, de Laguerre, de Charlier, de Meixner de l ere et 2e sorte, de 
Krawtchouk, de Gegenbauer ainsi que de Tchebicheff de 1 ere et 2e sorte. Nous 
montrerons aussi a la Section 4 comment les polynomes de Charlier s'obtiennent par 
passage a la limite (combinatoirement) a partir de ceux de Krawtchouk. De plus nous 
ilIustrerons comment on peut etablir combinatoirement les recurrences a trois termes 
que ces polynomes satisfont, ou encore que ces memes polynomes sont solutions 
d'equations differentielles (ou aux differences) de type Sturm-Liouville. Dans [1], on 
montre encore comment aborder combinatoirement les methode de la theorie des 
groupes pour l'etude des families de fonctions speciales. 
Tous les modeles, introduits dans cet article font intervenir un seul et meme type 
d'objet combinatoire nomme pieuvre. lIs contiennent (modulo des bijections naturelles 
appropriees) les cas particuliers des modeles combinatoires etudies par Foata, 
Kreweras, Labelle et Strehl [voir 7-9, 12, 16). L'approche de G. Viennot [20] peut etre 
consideree comme 'complementaire' a celle presentee ici, en ce sens qu'elle priviIegie 
Ie role des moments qu'on ne sait pas encore aborder par Ie biais de nos modeles. 
Depuis la premiere version de ce texte, plusieurs des idees introduites i~i ont ete 
reprises et developpees par J. Labelle et Y.-N. Yeh [15], en particulier la 
demonstration de formules limites. 
2. RApPELS SUR LES ESPECES 
Afin de fixer Ie vocabulaire qui servira a decrire nos modeles, rappelons qu'une 
espece de structure, M, est une regIe qui associe (fonctoriellement) a chaque ensemble 
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fini A un ensemble fini M[A], et a chaque bijection f: A~B, une bijection 
M[f]: M[A]~M[B]. Les elements de M[A] sont les structures d'espece M (ou 
M-structures) sur A. La serie generatrice, M(t), d'une espece M est la serie formelle: 
00 tn 
M(t) = 2: m n ,' 
n=O n. 
oil mn est Ie nombre de M-structures sur un ensemble 
a n elements. 
Souvent l'effet d'une espece sur les bijections est suffisamnent clair pour qu'on 
neglige de Ie decrire explicitement. 
Rappelons aussi comment sont definies les principales operations sur les especes. 
Soient M et P deux especes, alors l'espece somme M + P, se definit, sur un ensemble 
fini A, par (M + P)[A] = M[A] + P[A], oil l'addition dans Ie membre de droite signifie 
la somme disjointe. De meme, l'espece produit MP, se definit par: 
(MP)[A] = 2: M[B] X P[C] 
B+C=A 
oil la sommation signifie l'union disjointe sur l'ensemble des couples de sous-ensembles 
complementaires de A. La derivee a/at M, se definit par (a/at M)[A] = M[A + {*}]. 
Enfin, la substitution M(P), de P dans M, donne l'espece dont les structures sur un 
ensemble fini A sont les triplets (:!P, m, (PB)BEiJ'), oil: 
(i) :!P est une partition de A en parties non vides; 
(ii) m est une M-structure sur l'ensemble des parties de :!P; et 
(iii) pour chaque partie B de :!P, PB est une P-structure sur B. 
Dans Ie cas particulier de la substitution de P dans l'espece E, telle que E[A] = {A}, 
on donne Ie nom d'assemblee de P-structures a une structure d'especes E(P). On 
designe aussi par eP l'espece E(P). Les operations que l'on a ainsi definies sont 
compatjbles avec les operations correspondantes sur les series generatrices. 
Vne espece ponderee est une espece dont les structures sont chacunes munies d'une 
ponderation dans un anneau avec unite. Les operations sur les especes s'etendent 
evidemnent en operations sur les especes ponderees, lorsque 1'0n etend multiplicative-
ment les ponderations. 
3. LES ASSEMBLEES DE PIEUVRES 
Definissons d'abord l'espece des assemblees de pieuvres eP, qui associe a un 
ensemble fini A l'ensemble eP[A], des endofonctions sur A dont Ie 'graphe' est 
analogue a celui de la Figure 1. 
Plus precisement, eP[A] est l'ensemble des endofonctions f: A~ A telles que: 
(a) pour tout a E A, #f-l({a}) ~2; et 
(b) si #f-l( {a}) = 2, alors il existe n ~ 1, tel que r(a) = a. 
Vne composante connexe d'une assemblee de pieuvres f sur A, est la trace de f sur 
un sous-ensemble B de A tel que: 
(i) f-l(B) = B; et 
(ii) si a,b E B, alors il existe des entiers n et k tels que fk(a) = r(b). 
~he .. e .. e .. O 
FIGURE 1. Une assemblee de pieuvres. 
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On nomme pieuvre une telle composante connexe, et on designe par P[A] 
l'ensemble des pieuvres sur A (i.e. l'ensemble des endofonctions satisfaisant (a) et (b), 
et qui n'ont qU'une seule composante connexe). Remarquons que chaque pieuvre 
;r E P[A] ne contient qu'un et un seul cycle, Mcrit par: 
C(;r) = {a E A 13n ~ 1, ;rn(a) = a}. 
De plus en chaque point p de ce cycle n'est 'attachee' qU'une et une seule tentacule, 
decrite par: 
T(p) = {a E A 13k ~ 1 tel que ;rk(a) = p et Vj < k, ;ri(a) ~ C(;r)}. 
L'ensemble T(p) peut etre totalement ordonne en posant: 
b ~c ssi 3k ~O tel que ;rk(b) = c. 
Enfin, les series generatrices de l'espece des pieuvres et de l'espece des assemblees de 
pieuvres sont respectivement: 
P(x) = -Ln(I--X-) I-x et 
Si l'on se donne maintenant une double infinite Cv C2, C3, ... et 1"1, 1"2, 1"3, .•• de 
variables distinctes; on peut definir Ie poids w(;r) d'une pieuvre ;r par: 
w(;r) = Ck IT 1"t(j) 
iEC(:n:) 
oil k est la cardinalite du cycle C(;r); et oil, pour chaque j E C(;r), t(j) est la longueur 
(nombre d'elements) de la tentacule T(j) attachee en j. La serie generatrice associee a 
l'espece de telles pieuvres est: 
<X> tn <X> c (<X> )k 
Pw(t)=L L w(;r),=L~ L1"/ 
n=1 :n:EP[n) n. k=1 k ;=1 
oil n designe l' ensemble fini de cardinalite n: {I, 2, 3, ... , n}. En specialisant les 
valeurs des variables Cv C2, C3, . .. et 1"1, 1"2, 1"3, •.. , on obtient certains types de 
pieuvres. Par exemple, lorsque l'on specialise l'une des variables Ck ou 1"; a la valeur 
zero, on exclut du decompte des pieuvres, toutes celles contenant un cycle de longueur 
k, ou possedant une tentacule de longueur i. Pour chacune des familIes de polynomes 
orthogonaux classiques, nous obtiendrons un modele combinatoire en considerant des 
especes dont les structures sont des assemblees de pieuvres particulieres. 
4. QUELQUES EXEMPLES 
Les polynomes de Gegenbauer notes P~<¥)(x), admettent la fonction generatrice 
suivante: 
<X> t
n 
( 1 )<¥ L n!P~<¥)(x)-= 2 • 
n=1 n! 1-2xt-t 
Afin de decrire un modele combinatoire pour la familIe de ces polynomes, introduisons 
l'espece des pieuvres de Gegenbauer, decrites par Ie schema suivant: 
2x 
FIGURE 2. 
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Ce sont des pieuvres dont les tentacules ont une longueur inferieure ou egale a deux, et 
un poids egal a a(2x t, Oil a designe Ie nombre de tentacules de longueur 1. 
Comme la fonction generatrice pour ces pieuvres est evidemment -a· Ln (1- 2xt-
f); l'espece pa des assemblees de telles pieuvres fournit un modele pour les polynomes 
de Gegenbauer. De plus, comme les polynomes de Tchebicheff de 1ere sorte, T,,(x), 
admettent la fonction generatrice: 
002 t" ( 1 ) 2: -T,,(x),=Ln 2x 2 
,,=1 n n. 1- t - t 
on peut leur donner comme modele combinatoire l'espece des pieuvres de 
Gegenbauer avec a = 1. On obtient aussi evidemment un modele pour les polynomes 
de Tchebicheff de 2e sorte, notes U,,(x), et definis par U,,(x) = p~l)(x). 
Les polynomes de Laguerre notes L~a)(x), admettent la fonction generatrice 
suivante: 
00 t" (1 )a+l La(x, t) = 2: n!L~a)(x),= -- e xtl(l-t). 
,,=0 n. 1- t 
Le modele correspondant est I'espece L lX, des assemblees de pieuvres de I'un des deux 
types suivants: 
(i) les pieuvres n' ayant pas de tentacules de longueur superieure a 1 (ce sont donc des 
cycles), auquel/es on donne Ie poids a + 1; 
(ii) les pieuvres n' ayant pas de cycles de longueur superieure a 1 (ce sont donc des 
chaines), auquel/es on donne Ie poids x. 
REMARQUE. Les polynomes de Laguerre usuels sont plutot les polynomes L~lX)( -x), 
cependant pour simplifier la presentation des demonstrations dans ce qui suit, il est 
preferable de considerer les polynomes tel que nous les avons decrits. 
Les polynomes de Meil'ner de 2e sorte notes Mn(x; A, v), admettent la fonction 
generatrice suivante: 
00 t" ( 1 )a ~ M (x· -a 2a)-= exarctan[t/(I+Ot)]. :::0 ", , n! 1 + 2 at + (1 + a2)t2 
On leur associe Ie modele combinatoire des assemblees de pieuvres de l'un des deux 
types suivants: 
(i) les pieuvres semblables aux pieuvres de Gegenbauer avec Ie poids a(2a)a( -(1 + 
~»b, Oil a (resp. b) est Ie nombre de tentacules de longueur 1 (resp. 2); 
(ii) les pieuvres dont Ie cycle est de cardinalite impaire avec Ie poids 
x( -1 )(k-l)/2( - a),,-k, 
Oil n est Ie nombre de points sous-jacents a la pieuvre et Oil k est la cardinalite du 
cycle. 
Ceci est Ie premier modele combinatoire suggere pour les polynomes de Meixner de 
2e sorte. Pour les polynomes de Meixner de 1 ere sorte, il est facile de montrer que Ie 
modele des endofonctions de Meixner discutes par Foata et Labelle (voir [7]) est un 
modele combinatoire isomorphe a des assemblees de pieuvres. 
Les polynomes de Krawtchouk notes K~)(x), admettent la fonction generatrice 
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suivante: 
i K~)(x) t~ = ( 1 )X(_1 )-N, 
n=O n. 1 _ _ t_ 1 - rt 
1 +qt 
ou r + q = 1. On leur associe Ie modele combinatoire des assemblees de pieuvres de 
l'un des deux types suivant: 
(i) les pieuvres quelconques dont Ie poids sera x(-qt-k, ou n est Ie nombre de 
points de la pieuvre, et ou k la longueur de son cycle-nous appelons ces 
pieuvres, les pieuvres bleues; 
(ii) Les pieuvres qui sont des cycles de poids (-N)rk, ou k est la cardinalite du 
cycle-nous appelons ces pieuvres, les pieuvres rouges. 
A titre de premier exemple d'une etude combinatoire de proprietes, ou de resultats, 
impliquants les families de polyn6mes, etablissons combinatoirement la proposition 
suivante: 
PROPosmON 1: 
( 1 )X( 1 )-N Lim = 1 + t xe-at 
N-+oo I-t/[I+(I-a/N)tJ l-(a/N)t ( ) . 
Ce qui correspond it montrer que les polyn6mes de Charlier s'obtiennent comme cas 
limite des polyn6mes de Krawtchouk (voir Szego [19]). 
DEMONSTRATION. Pour a fixe, posons r = a/N et aussi q = 1- a/No Lorsque N tend 
vers l'infini alors q tend vers 1; les pieuvres bleues prennent donc Ie poids x( -1 t-k • 
D'autre part, la ponderation des pieuvres rouges est (-a) pour celles dont Ie cycle est 
de longueur 1, et est (-a)k / N k - 1 pour celles dont Ie cycle est de longueur k > 1. 
Lorsque N tend vers I'infini, Ie poids ce ees dernieres tend vers zero. On obtient done a 
la limite I'espece des assemblees de deux types de pieuvres: 
(i) celles dont Ie poids est x( -It-k, avec les memes conventions pour n et k que 
prec€demment; 
(ii) celles qui sont reduites a un point, et dont Ie poids est ( -a). 
La serie generatrice pour cette espece est Ie membre de droite de l'identite 
consideree. L'espece ainsi obtenue fourni donc un modele pour les polyn6mes de 
Charlier. 
Soulignons, qu'en particulier lorsque x = 0, on obtient l'identite bien connue: 
( 1 )-N Lim = e-at 
N-+oo 1 - (a/ N)t . 
REMARQUE. De sembi abies passages it la limite permettent de passer des polyn6mes 
de Gegenbauer, aux polyn6mes d'Hermite; ou des polyn6mes de Meixner de l cre sorte, 
aux polyn6mes de Laguerre (pour ce dernier cas, voir [7]). 
5. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 
Soit M une espece ponderee telle que la ponderation des M-structures soit de la 
forme raq, ou a est un compteur pour Ie nombre de composantes de ces structures. So it 
encore s une nouvelle variable. Nous alons interpreter combinatoirement l'operateur 
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sal ar. L'espece sal ar M est l'espece dont les structures sont les M-structures dans 
lesquelles une des composantes comptee par r a ete distinguee et Ie poids de la 
structure est passe de raq a sra-1q. Avec cette interpretation on peut demontrer 
combinatoirement que les polynomes de Laguerre L~a)(x) satisfont aux equations 
differentielles: 
Ceci equivaut it dire que la fonction generatrice La(x, t) (ou encore I'espece La) 
satisfait it une equation aux derivees partielles. Plus precisement on a: 
PROPOSITION 2. L'espece LlX satis/ait a /'equation aux derivees partielles: 
t a I at L a = X (j2 I ax2 L lX + X a I ax L lX + (a + 1) a I ax L lX. 
DEMONSTRATION. Une structure d'espece tal at L a peut etre representee de la fa~n 
illustre it la Figure 3, on la fteche indique un point distingue. Le point distingue 
peut se trouver dans l'une des trois positions suivantes: 
(a) sur un cycle (en incluant les cycles de longueur 1 de poids (a + 1»; 
(b) it 'l'extremite' d'une chaine (i.e. Ie point muni d'une boucle); ou 
(c) it 'I'interieur' d'une chaine. 
Puisque Ie poids d'une L lX_structure est de la forme x a ( a + 1)b, on a est Ie nombre de 
chaines et b Ie nombre de cycles; ces possibilites s'identifient respectivement aux 
especes (a + 1) a I ax L a, X a I ax L lX et x (j2 I ax2 L lX. En effet, dans Ie cas on I' on pointe 
un cycle, il suffit de couper ce cycle 'apres' Ie point choisi, pour en faire une chaine 
distinguee de poids (a+1); on obtient ainsi une (a+1)alaxL lX-structure,illustre 
it la Figure 4. 
Dans Ie cas on l'on pointe une chaine en son extremite, la structure en question 
s'identifie it une x al ax L lX_structure; la chaine pointee devient une chaine distinguee. 
Enfin, dans Ie cas on l'on pointe it I'interieur d'une chaine, on peut couper cette chaine 
apres Ie point choisi pour obtenir deux chaines distinguees, une premiere de poids x, et 
une seconde de poids 1. On a donc une x a21 ax2 La-structure, illustre it la Figure 5. 
FIGURE 4. 
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6. EQUATIONS AUX DIFl'ERENCES 
Ce qui caracterise les polynomes de certaines families (comme les polynomes de 
Charlier, Krawtchouk, Meixner, etc.), c'est qu'ils sont solutions d'equations aux 
differences. Par exemple, les polynomes F~IX)(X), que l'on obtient comme coefficients 
de tn/n! dans Ie developpement en serie de: 
FIX(X, t) = (1 - t)-<x+l)e at, 
satisfont les equations aux differences: 
nF~IX)(x) = (x + 1) L1xF~IX)(X) + cxtF~IX)(X) 
00 L1x est l'operateur tel que: L1xF(x) = F(x + 1) - F(x). Les polynomes F~IX)(X) sont 
clairement liees au polynomes de Charlier. 
En vue de reformuler combinatoirement ce probleme, convenons de designer par X 
l'espece des singletons, par SX l'espece des assemblees de cycles de poids x, par E IX, 
l'espece des assemblees de points de poids a, et respectivement par L et L * les espece 
des ordres totaux et ordres totaux non vides. 
PROPOSITION 3. L'espece FIX = sx+1EIX satis/ait ['equation: 
t a/ at FIX = (x + I)L *FIX + axFIX. 
DEMONSTRATION. Une FIX-structure peut-etre pointee de deux fa~ons, soit a 
l'interieur d'un cycle, soit sur un point isole. Dans Ie premier cas, on obtient une 
(x + I)L*FIX-structure, et dans Ie second une axFIX-structure. 
Observons que L1x = ea1ax - 1, or de la version combinatoire de la formule de Taylor 
(voir [13]), il decoule que eala~lX(x, t) = LFIX. 
7. RECURRENCES A TROIS TERMES 
Nous allons voir qu'il est possible d'etablir combinatoirement les recurrences a trois 
termes de certaines families de polynomes montrant que ce sont des families de 
polynomes orthogonaux (voir Ie theoreme de Favard, [4, p.21]). Lorsque la fonction 
generatrice P(x, t) = ~n"OPn(x)tn/n! d'une famille de polynomes satisfait une equation 
differentielle de la forme: 
(
at ) (fP(x, t) ap(x, t) _ (ax + 13) + yt ( ) 
------=2 2 + - 2 P x, t 1 - bt - ct at at 1 - bt - ct 
on en deduit, modulo la multiplication de chaque membre par (1- bt - ct2 ) et par 
comparaisons des coefficients, que: 
[an + I]Pn+ 1(x) = [bn + ax + f3]Pn (x) + [cn(n -1) + yn]Pn-1(x). 
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On peut donc ramener la verification de I'un a la verification de I'autre. Considerons Ie 
cas des polynomes de Meixner de l ere sorte notes mn = mn( -x; {3, 1/(1 + y», dont la 
fonction generatrice est: 
Nous allons etablir: 
taM {3t ( x )( yt/(I-t) ) 
----M+ - M 
at 1 - t 1 - t 1 - yt/(1 - t) 
ce quiequivaut a la recurrence: 
mn+l = [(y + 2)n + yx + {3]mn - <y + 1)[n(n -1) + {3n]mn-l. 
PROPosmON 4. Soit M l'espece ponderee des assembtees de cycles de poids {3 et de 
pieuvres de poids xy\ OU k est la longueur du cycle d'une pieuvre, alors: 
t a/at M = {3L*M +xL· L*(yL*)M. 
DEMONSTRATION. Lorsque I'on pointe une M-structure, cela peut se faire de deux 
fa<r0ns: 
(a) on pointe a I'interieur d'un cycle, et alors, en procedant comme on I'a deja fait 
(voir proposition 2), on obtient une structure d'espece {3L *M; 
(b) on pointe a l'interieur d'une tentacule d'une pieuvre, comme on I'a illustre dans 
la Figure 6. 
Dans ce cas, il est possible de couper la partie de tentacule qui vient 'avant' Ie point 
distingue, et couper Ie cycle de la pieuvre 'avant' Ie point d'attache de la tentacule en 
question pour obtenir une structure comme celIe representee a la Figure 7. Ceci 
permet de conclure qu'une M-structure pointee a I'interieur d'une pieuvre, s'identifie a 
une structure d'espece xL· L*(yL*)M. 
8. CONCLUSION 
Les resultats des Sections 4 et 6 correspondent essentiellement a l'existence d'un 
isomorphisme entre l'espece a/at P et I'espece L· L *(L *). Pour chaque modele de 
famille de polynomes, on peut reinterpreter cet isomorphisme pour obtenir diverses 
LLL . .11 
FIGURE 7. 
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equations differentielles. Cette observation qui souligne Ie role preponderant des 
operateurs differentiels dans ce domaine, est liee a l'approche via les groupes et algebres 
de Lie aux fonctions speciales. Ce lien est d'ailleurs aborde dans [1] et [2]. 
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